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1. Termodynamika

1.1. Réwnanie stanu gazu doskonalego (schemat wyprowadzenia).

Gaz doskonaly spelia dwa warunki:

1. objetos$¢ czastek gazu jest o wile mniejsza niz objeto$¢ zajmowana przez gaz.
zasieg sity dzialajacej miedzy dwiema czasteczkami jest o wiele mniejszy niz Srednia odle-
gtos¢ miedzyczasteczkowa.

Roéwnanie gazu doskonatego:
pV = NkgT (1)

gdzie p - ci$nienie gazu (sila dzialajaca na jednostke powierzchni), N - liczba czastek gazu w
objetosci V, T - temperatura bezwzgledna, kg - stata Boltzmanna ]%; Ry - stata gazowa, N4
- stata Avogadra.

Wyprowadzenie kinetyczne réwnania (1)

Bierzemy szescian o objetosci V. Bedziemy rozwazac¢ ruch na osi x gdyz na osiach y i z
rozwazanie to przebiega tak samo

A7 F =ma
Av,,
P Fi=m
P ! At
< L .. , . .. .
. Czasteczka uderza sprezyscie o Scianke i zmienia kierunek ruchu ”w
A druga strone” (rys. 1).
x Uy — (—v, m2v,  2mu,  mu?
At At = l
Rysunek 1. Ruch
czasteczki wewnatrz o Fy - mvg _
o e P=g =g D= Di
szeScianu o objetosci S Sl -
\%

gdzie N oznacza liczbe czastek. Fragment % N v2(i) oznacza $rednia predkosé czasteczki v2.

Wiec

= —Nu2 2
Jako, ze nie istnieje wyrézniony kierunek: v2 = 1)_5 =2 ale v =02 + v_g + 02 wige v2 = %F
Ze wzoru (2) wynika:

1m

= - —Nv?
P=3v

1_

pV = ng'Ug

Zdefiniujmy temperature T" w nastepujacy sposob:



r= <3ZB> m2v_2 - (329)? (3)

gdzie K jest érednia energig kinetyczng przypadajaca na jedng czasteczke. Czynnik % jest
wspotezynnikiem proporcjonalnoscei.

muv?
T=—
3kp
=v
m
Po podstawieniu do wzoru 3 otrzymujemy:
1713k
oV = Nma 13k
3
Co po uporzadkowaniu daje:
pV = NTkpg (4)

1.2. Pierwsza zasada termodynamiki. Zasada ekwipartycji energii, przyktady.
Energia wewnetrzna gazu doskonalego - schemat wyprowadzenia wzoru
AU = CvdT.

Pierwsza zasada termodynamiki to prosta zasada zachowania energii, czyli ogélna reguta
gloszgca, ze energia w zadnym procesie nie moze pojawi¢ sie ”znikad”.

AU = AQ — AW (5)

Gdzie:

AU - zmiana energii wewnetrznej uktadu

AQ - cieplo wymienione przez uktad z otoczeniem, jesli uktad oddaje ciepto jego energia
wewnetrzna maleje

AW - praca wykonana przez uktad lub nad uktadem

Inna postac¢ tego prawa:

dU = 6Q) — pAV - dla proceséw odwracalnych i nie odwracalnych

1.2.1. Zasada ekwipartycji energii

Na podstawie réwnania (3) widaé, ze w rownowadze termodynamicznej srednie energie kine-
tyczne ruchu postepowego wszystkich czagsteczek sa réwne. Powstaje pytanie czy czasteczka mo-
ze gromadzi¢ energie w innej postaci niz energia ruchu postepowego? Odpowiedz jest twierdzaca:
jezeli tylko czasteczka nie ma ksztattu kulki (czasteczka jedno-atomowa), a ma pewna strukture
wewnetrzng to moze wirowac i drga¢. Przyktadowo, dwuatomowa czasteczka w ksztatcie hantli
(rys.2) bedzie sie obracaé po zderzeniu z inng czasteczky.



z Na podstawie mechaniki statystycznej mozna pokazaé, ze gdy liczba
punktéw materialnych jest bardzo duza i obowigzuje mechanika New-
tonowska to dostepna energia rozktada si¢ w réwnych porcjach na

) [\ wszystkie niezalezne sposoby, w jakie czasteczka moze ja absorbowac.
; Twierdzenie to nosi nazwe zasady ekwipartycji energii.
' \/ Y Kazdy z tych sposobéw absorpcji energii nazywa si¢ stopniem swo-
' body i jest rowny liczbie niezaleznych wspotrzednych potrzebnych do

X / okreslenie potozenia ciata w przestrzeni. Mozemy wiec zasade ekwi-

partycji energii wyrazi¢ innymi stowami: srednia energia kinetyczna

Rysunek 2. Dwuatomowa ) o } ]
na kazdy stopien swobody jest taka sama dla wszystkich czasteczek.

czastka w ksztalcie

hantli o dwéch ro- Na podstawie réwnania (3) Srednia energia kinetyczna ruchu po-
tacyjnych  stopniach stepowego czasteczki wynosi
swobody 1 . 3k ,
—mv? =
2 2"

Odpowiada to trzem stopniom swobody poniewaz potrzebujemy trzech wspotrzednych (x,y, 2)
do okreslenia potozenia érodka masy czasteczki. Stad srednia energia przypadajaca na jeden
stopien swobody wynosi %k g1 na czasteczke.

Dla czasteczek obracajacych sie potrzeba dodatkowych wspétrzednych do opisania ich obro-
tu wiec mamy dodatkowe stopnie swobody. O ile dla N czasteczek nie obracajacych sie catkowita
energia wewnetrzna U jest energig kinetyczna ruchu postepowego

to dla czastek wieloatomowych, ktore moga obraca¢ si¢ swobodnie we wszystkich trzech kie-

runkach (wokét osi x,y, 2):

3 3
U= Ekpost. + Eyopr. = §NkBT + §NkBT = 3N]€BT

Natomiast dla czastki dwuatomowej (hantli pokazanej na rysunku 2):

3
2

2
NEgT + §NkBT = gNkBT

U= Ekpost. + Ekobr. =
W tym przypadku mamy tylko dwa rotacyjne stopnie swobody bo moment bezwtadnosci wzgle-
dem osi hantli (oS z) jest znikomo maty.

1.2.2. Energia wewnetrzna gazu doskonatego

Ciepto wlasciwe substancji definiujemy jako % czyli ilosé ciepta, ktora trzeba dostarczyc
do jednostki masy, zeby spowodowaé jednostkows zmiane jej temperatury.

Gdy mase wyrazamy w kilogramach to méwimy o cieple wlasciwym wagowym, a gdy wy-
razamy jg w molach to mamy do czynienia z molowym cieptem wtasciwym.

Ciepto wlasciwe jednego mola gazu utrzymywanego w statej objetosci oznaczamy ¢y . Po-
niewaz dV = 0 wigc zgodnie z pierwszg zasada termodynamiki dU = d@), a stad

dQ)v  dU
(dT)y — dT

Cy =

4



gdyz
AW = pdV «— dV =0

Otrzymujemy:
dU = cydT (6)

1.3. Zwigzek miedzy c,, ¢y dla gazu doskonalego (wyprowadzenie).

Kiedy jeden mol utrzymujemy pod stalym cisnieniem i pozwalamy, aby do gazu doptywato
ciepto to wtedy nastgpi wzrost jego objetosci, a dodatkowa ilosci ciepta pAV zamienia sie w
prace mechaniczng.

AU = dQ — pdV = dQ = dU + pdV
Tylko U zalezy od temperatury wiec dU = cydT

dQ = cydT + pdV (7)

Dla gazu doskonatego: V = % idV = ng Podstawiamy to do (7) i mamy:

dQ = evdT + p(Zdr) jar
p

(dQ)y
= R
(ar), ="
co z definicji jest réwne ¢, czyli
Cp — Cy = R (8)

dla gazu doskonatego.

1.4. Cykl Carnota i jego sprawnos¢ (schemat wyprowadzenia). Druga zasada
Termodynamiki.

1.4.1. Schemat wyprowadzenia - cykl Carnota

Silnik Carnota ma najwigksza teoretyczng sprawnosé spalania wewnetrznego. Nie posiada
on zadnych zaworéw, a w kazdym cyklu jest uzywany ten sam gaz, ciecz. Zrédlo energii shuzy
do utrzymywania temperatury 77 w jednym ze zbiornikéw ciepta. Drugi zbiornik ma nizsza
temperature T5.

Ze zbiornika o temperaturze T pobierane jest
A ciepto AQ);. Do zbiornika o temperaturze 15 do-
p(V) _ _ . . . .
a | izotermiczne ptywa cieplo AQ,. Powierzchnia objeta krzywa
rozprezanie jest wykonywana praca.

spreza dqQl b Podczas izotermicznego rozprezania gaz po-

2diaba biera ciepto AQ)q, a podczas izotermicznego spre-
rozprezanie zania do chlodnicy oddaje mniej ciepta AQ.
adiabatyczne (AQQ > O)

dQ2
sprezanie C
izotermiczne T2 i

AW = AQ; — AQ. (pierwsza zasada termo-
dynamiki) ciepto ktére zostaje utworzone podczas
jednego cyklu zamienia si¢ w energie mechaniczna

AW.

Rysunek 3. Przemiany w cyklu Carnota



Sprawno$¢ p silnika cieplnego to stosunek
energii mechanicznej do ilosci pobranego ciepta:

_ AW AQi-AQy | AQ )
"= AQ AQ; AQ;

Nastepnie korzystajac ze wzoru dla gazu doskonatego mamy:

AQ, = NkBTlln% (ciepto pobrane)
AQy = NkBTgln% (ciepto oddane)

Y
Tll’fl (%)

Nastepnie z réwnania stanu mozemy obliczy¢ wartosci stosunkéw objetosci:

p=1

PV = ppV}p rozprezanie izotermiczne
V! = p.V." rozprezanie adiabatyczne
pVe = pgVy sprezanie izotermiczne
paVa' = paV," sprezanie adiabatyczne

Po przemnozeniu stronami:
PaPePePaVaVo ' VeVa! = popepapa Vo Ve VaVa”
Vb'y—lvd'y—l — Vc'y—lvav—l
Vo _ Ve

¢ = 1~ nastepnie podstawiamy do wzoru (10) i mamy

T T (11)
co jest sprawnoscig silnika Carnota.

Przemiany takie jak rozprezenie izotermiczne i adiabatyczne sa procesami odwracalnymi,
wiec cykl Carnota moze przebiega¢ w odwrotnym kierunku. Na przyktad w punkcie a rozprezy¢
gaz adiabatyczne do punktu b, nastepnie z b do ¢ bedzie rozprezenie izotermiczne, ¢ — d
sprezenie adiabatyczne i d — a sprezenie izotermiczne. Wzor jest taki sam gdyz sg to procesy
odwracalne.

Sprawnos¢ odwracalnego cyklu Carnota jest tym wieksza, im wyzsza jest temperatura prze-
kazywana ciepta do systemu (77),i im nizsza jest temperatura zrédta (73)

Tmin
Tma:v

He = I- (12)

Jest to najwieksza sprawnos¢ silnika.

1.4.2. Druga zasada termodynamiki

1. Nie mozna zbudowa¢ perpetuum mobile drugiego rodzaju.
2. Gdy dwa ciata o réznych temperaturach znajduja sie w kontakcie termicznym, wowczas
ciepto bedzie przeptywato z cieplejszego ciata do chtodniejszego.



3. Zadna cykliczna maszyna cieplna pracujaca miedzy temperatura T} (gérna) i Ty (dolna) nie

. . . ‘ci wiekszei niz (T\—T%)
moze miec Sprawnoscl wWieksze) 11z T

4. W uktadzie zamknigtym entropia nie moze male¢. AS > 0

Perpetuum mobile pierwszego rodzaju byto by maszyng ktora pracowala by sama z siebie
i caly czas dostarczata by otoczeniu ciepto. Zgodnie z zasadg zachowania energii oznaczato by
to, ze ma ona w sobie nieskonczone zrédto energii (gdzie maszyna ta ma skonczona objetosé).

Perpetuum mobie drugiego rodzaju nie narusza zasady zachowania energii. Taka maszyna
mialaby zamienia¢ cieplo wewnetrzne w energia mechaniczng. Zrédlo ciepla caly czas oziebia-
toby sie w miare dostarczania otoczeniu energii mechanicznej. Dlatego taka maszyne mozna by
wstawi¢ do oceanu, ktory pobiera ciepto ze stonica. Jednak z I1-giej zasady termodynamiki wy-
nika, ze przeksztatcenie chaotycznego ruchu cieplnego czastek w uporzadkowany ruch maszyny
czyli generatora elektrycznego jest niemozliwe. Gdyby istniata maszyna o sprawnosci wiekszej
niz silnik Carnota to wtedy ciepto przeptywato by z ciata zimniejszego do cieplejszego, co jest
niemozliwe.

1.5. Entropia: definicja termodynamiczna i statystyczna. Zmiana entropii w
przemianie izotermicznej (wyprowadzenie).

— Kiedy doprowadzamy do uktadu ciepto () > 0) to entropia rosnie (dS > 0), jezeli ciepto jest
odprowadzane (@) < 0) to entropia maleje (dS < 0). Jezeli entropia uktadu podlegajacego
przemianie nie zmienia sie (dS = 0), to ciepto przemiany jest réwne zeru.

— Mozliwe jest zmniejszenie entropii ciata i nie narusza to drugiej zasady termodynamiki, gdyz
ta zasada odnosi si¢ jedynie do uktadéw zamknietych.

1.5.1. Definicja entropii

— Definicja termodynamiczna:

_ (5Q)odwracalne
ds = — 7 (13)
Q) jest cieptem dostarczonym do uktadu podczas procesu odwracalnego (rozprezenia izo-
termicznego)
— Definicja statystyczna
S = kgln QW) (14)

gdzie €2 - liczba stanéw, miejsc gdzie moze znajdowaé sie czastka. S - funkcja ktora zalezy
od V' (poczatkowa objetosé uktadu).

%
SY) — kyln (VO) N

gdzie Vj to objetosé czastki atomu. S](\y) jest funkcja addytywna do liczby czastek. Z tego
wynika, ze jesli N zwiekszy sie dwukrotnie to ta funkcja zwiekszy sie dwukrotnie (N-liczba
czastek).

Wzgledne prawdopodobienstwo znalezienia jednej czasteczki w objetosci V:

2 N
o _ YV q@ _ (Z) Q) _ (Z)
Vo’ Vo)’ Vo



Przeprowadzamy proces izotermiczny (T=constans):

Sy = (V4dV) = kN L2V
0
V+dV \%
dS = Sy (V +dV) = Sy(V) = kgNln -2} N1n—
Vo Vo
V4+dV
a5 = kyn—2— — kN LY v+ Y
v \%
0
v
N >> —
Vo
dVv
dS = kN - (15)
Wykorzystujemy réwnanie gazu doskonatego (1):
_pVdV  pdV
d5 = TV T

Z pierwszej zasady termodynamiki otrzymujemy:

AV =0 =035Q — W

5Q = pdV
_9Q
as = =+

1.5.2. Zmiana entropii w przemianie izotermicznej

N
>
\%

V1 V2

Rysunek 4. Diagram
przemiany izoter-
micznej

AS=Y"dsi =" (67?)i;ﬂ:T

1

AST

1
26Q) = 780
(0Q); to wymienione ciepto w przemianie izotermiczne;.

Calkowita zmiana entropii w tym procesie jest réwna sumie nie-
skoniczenie matych zmian entropii, a dS = % wiec d.S; = % ale w
tym procesie T' jest wszedzie stale wiec T} =T '

W procesie izotermicznym AW = AQ

AW = AQ = Nk, TIn (%)

1

gdzie Vi - objetos¢ poczatkowa uktadu, V5 - objetosé koncowa uktadu.

AQ = Nkaln(%) ;

(an‘/ZaT)

izotermiczne rozprezanie gazu doskonatego czyli, ze (p1,Vi,T) —

Oznacza to tez, ze entropia nie zalezy od drogi.

AS = Nkgln (—) (16)



1.6. Funkcje stanu w termodynamice. Relacje Maxwella (schemat wyprowadzenia
- rotacja, przyktady).

1.6.1. Funkcje stanu

Potencjaly termodynamiczne to wielkosci fizyczne zwigzane z uktadem termodynamicznym
majace wymiar energii. Nazywane sa ”potencjatami”, poniewaz sa odpowiednikami energii po-
tencjalnej w mechanice. Cztery najczesciej uzywane potencjaly termodynamiczne okreslone sg
dla ztozonych stalych, nie zmieniajacych si¢ par parametréw przemiany termodynamicznej:
(S, V) lub (T,V) lub (S, p) lub (T, p)

Funkcja stanu to w termodynamice funkcja zalezna wylgcznie od stanu uktadu, czyli od
aktualnych wartosci jego parametréow, takich jak masa, liczno$¢ materii, temperatura, cisnienie,
objetosé i inne. Warto$¢ funkeji stanu z definicji nie zalezy od jego historii, tzn. tego co dziato sie
z nim wczesniej. Jesli udowodni sie, ze jakas funkcja termodynamiczna jest zalezna od historii
uktadu, to woéwczas nie jest to funkcja stanu, a funkcja procesu. Wynika z tego ze: zmiana
wartosci funkcji stanu zalezy tylko od stanu poczgtkowego i koncowego, a nie od sposobu w
jaki ta zmiana zostata zrealizowana.

Funkcje stanu:

— objetosé whasciwa (V') (jest odwrotng gestosci)

— energia wewnetrzna (U) (suma energii oddzialywan miedzyczasteczkowych i wewnatrzcza-
steczkowych ukladu oraz energii ruchu cieplnego czasteczek)

— entropia (5)

— energia swobodna F' = U — T'S (energia ktéra moze by¢ w danym procesie uwolniona na
zewnatrz uktadu)

— entalpia H = U+pV (umowna energia zgromadzona w czynniku termodynamicznym, ktora
mozna zamieni¢ na inna postaé energii lub na odwrdt)

— entalpia swobodna (energia swobodna Gibbsa) G = U — T'S 4+ pV (U energia wewnatrz
uktadu)

1.6.2. Relacje Maxwella

Rotacja:
OF (z,y) = Xy dr + Y dy

OF (z,y) = F -dF = [X,Y] - [dx, dy], trzecia skladowa jest zawsze réwna 0 wiec

OF (z,y) = [X, Y, 0][dz, dy, 0]
Zeby [OF (x,y) = [ F -7 nie zalezalo od drogi (C) to rotF =0 (co gwarantuje niezaleznosé
C C

od drogi).
i jk )
ot =) 5 g g =000+ k(5 - 5)
X@y) Yy O
= aY 0X
" gy(ax 8y> (17)



Wowezas: OF (x,y) — dF(x,y) (rézniczka zupena)
[dF(z,y) = F(B) — F(A) - nie zalezy od drogi
c

Przyktady:
— dU = 0Q — pdV =TdS + (—p)dV

— relacja wynikajaca z entropii S

TdS = dU + pdV

1 p
dS = ZdU + ZdV

2. Elementy statyki i dynamiki plynéw. Fale w osrodkach
sprezystych.

2.1. Cisnienie, prawa Pascala i Archimedesa, fala biegnaca, liczba falowa, dlugos¢
fali, predkosé fazowa i grupowa, fala stojaca i rezonans.
2.1.1. Cisnienie

Cisnienie, p - skalarna wielkos¢ fizyczna charakteryzujaca stan naprezenia w danym punkcie
o$rodka ptynnego. Jest réwny stosunkowi wartosci sity F' dzialajacej prostopadle na powierzch-
ni¢ do jej pola powierzchni S:

p= E (18)

2.1.2. Prawo Pascala

Plyn (ciecz, cialo lotne) w zamknietym naczyniu przekazuje wywierane na nie ciSnienie
zewnetrzne jednakowo we wszystkich miejscach i kierunkach, a sita parcia nim wywotana jest
zawsze prostopadta do powierzchni na ktorg dziata (Fpurcia = p - .5).
2.1.3. Prawo Archimedesa

Na kazde ciato zanurzone w ptynie dziata sita wyporu F,, skierowana pionowo do gory i co
do wartosci réwna ciezarowi ptynu (cieczy lub gazu) wypartego przez to ciato:

Fw = ppg‘/ca

gdzie p, - gestoS¢ ptynu, g - przyspieszenie ziemskie, V. - objetos¢ ptynu wypartego przez ciato
(objetos¢ ciata lub jego czesé zanurzonej w plynie).
2.1.4. Fala biegnaca

Fale wytworzone przez site wymuszong dziatajaca na o$rodek otwarty nazywamy falami
biegnacymi. Wedruja one od zrodia, ktére je wytworzyto w nieskonczonosé, towarzyszy im
transport energii i pedu.
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2.1.5. Liczba falowa

2.1.6. Dltugos¢ fali

A - najmniejsza odlegto$¢ pomiedzy dwoma punktami drgajacego osrodka, ktorych wychy-
lenia i (wektory) predkosci sa takie same oraz maja rézniaca sie o 27 faze w ustalonej chwili
czasu.

2.1.7. Predkosé fazowa i grupowa
— Predkosé¢ fazowa fal poprzecznych biegngcych wzdhuz struny

v = —

k

gdzie F' - sita naciagu struny, S - pole poprzeczne przekroju struny, p - gestos¢ materiatu
struny.
— Predkosé¢ grupowa to predkosé transportu energii przez fale niesinusoidalng

dv
— 0 — N —
u=v ™
gdzie u - predko$¢ grupowa fali, v - predkos$¢ fazowa, A - dtugosé¢ fali, Z—K - wspotezynnik

dyspersji osrodka (zaleznosé predkosci fazowej fal od ich czestotliwosci).

2.1.8. Fala stojaca

Fala stojaca - fala powstajaca w wyniku interferencji dwéch fal o jednakowych ditugo-
Sciach biegnacych w przeciwne strony. Cecha charakterystyczng fali stojacej jest to, ze am-
plituda drgan dla dwbch réznych czastek osrodka zalezy od punktu osrodka. Fale stojace moga
by¢ jednowymiarowe (np. drgajaca struna), dwuwymiarowe (membrana) lub tréjwymiarowe.

Yy = sin(k;x - wt) t=0 t=1/4T
Yo = sin(kx + wt) ~
. A A
y1 + Y2 = 2sin(kx) cos(wt) & £
Energia fali biegngcej jest zachowana w kazdym punkcie. =127 t=3aT
2.1.9. Rezonans £
\.; ‘)\ X s P‘ x

Rezonans - drgania o duzej amplitudzie spowodowane réwnoscia

czestosci sity wymuszajacej i jednej z czestosci drgan wiasnych uktadu. Rysunck 5. Fala sto-

jaca
2.2. Roéwnanie cigglosci (schemat wyprowadzenia).

Najpierw musimy zdefiniowaé co to jest gesto$¢ strumienia masy i wektor gestosci strumienia
masy.
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Vt

m
p—) j= 17 gestos¢ strumienia masy (19)
e

—> m=Vp=V = Avt = m = Avtp

—>

przeptyw

Po podstawieniu do (19) otrzymujemy:

j=pv (20)

gdzie v - lokalna predko$¢ matego kawaleczka
Nastepnie masa jaka przeptywa w jednostce czasu:

pewna powierzchnia

dm =7 -dA
gdzie dA jest to wektor prostopadty do danej powierzchni, czyli przepltyw masy jest réwny
dm=7-dA-dt (21)

Wyprowadzenie:

\4

dy
A-powierzchnia

Rozpatrujemy przeptyw wzdtuz kierunku y:

dm, = j. - dA, - dt

dmy = 7, - dA, - dt

gdzie dm, - masa przeptywajaca przez prawg Sciane, a dm; - masa przeptywajaca przez lewa
Sciane. dA, — skierowany jest na zewnatrz gdy mamy powierzchnie zamknieta (umownie)

dA, = jdzdx
dm, = j(y + dy) - dA, - dt = j,(y + dy)dzdzdt
bod-j=d,; (dydy,d.)-(0,1,0) = d,
dmy = j(y) - dA, - dt = j(y)dzda(—j)dt
dmy = —j,(y)dzdzdt

Teraz przeprowadzamy bilans wzdtuz tego kierunku:

dmy, = J,(y + dy)dzdzdt — j,(y)dzdzdt
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dmy, = (j,(y + dy) — j,(y))dzdzdt

dm, = 28 qudydzdt

y = ay
dm, = %—j;dth

(22)

Podobnie jest wzdtuz kierunkéw x i z. Zatem catkowity przeptyw przez powierzchnie jest réwny:

B B 0z 0jy | 0J.
dmg = dmg + dmy + dm, = dV dt <8x + By + 9%

Czyli otrzymujemy:
dmgs = divy - dVdt

Nastepnie z prawa zachowania masy mamy:

|dmy | = |dmg|

gdzie dmy - zmiana masy w objetosci, dmg - masa przeplywajaca przez powierzchnie.

dmg > 0, dmy < 0 - wyplyw masy

dmv +dm5 =0
dp

dtdV
ot

dmv =

%dtdv + divgdVdt = 0

Roéwnanie cigglosci wyglada wiec:
0 -
a—f +div] =0

2.3. Réwnanie Bernoulliego (schemat wyprowadzenia); przyktady.

1
P+ §pV2 + pyp = constans

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

gdzie p - ci$nienie, V - predkos$¢ przeptywu cieczy w danym punkcie i ¢ - energia potencjalna

na jednostke masy.
V(7) - ruch ustalony, predko$¢ nie zalezy od czasu.

W - AEk + AEjp + Aijeumtrzne
Wiy =Wy =—-dMFE, +dME,

(28)

gdzie: W, = pi AiVidt Wy = pa AVadt By, Es - energia na jednostke

masy
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E= %W + @ + Euewntrene (29)
Teraz korzystamy ze wzoru (28) i mamy:
p1 A Vidt — po AsVodt = —dME; + dM Es
VipiAidt — Vopo Aodt

=B, E
dM dM 2
gdzie odpowiednio dM = A Vidtp,, dM = A3Vadtps
n_»_p_E
R )

Teraz po skorzystaniu ze wzoru (29) otrzymujemy:

P
1

D2

1
E + 5‘/22 + 2+ Ewewn(2)

1
+ 5‘/12 + 1+ Ewewn(l) =

1
P + §V2 + ¢+ Eyewn = constans
P

i jest to ustalony przeptyw wzdtuz linii pradu. Nastepnie zaktadamy:
— zaniedbujemy zmiany energii wewnetrznej (brak lepkosci)

— brak wiréw
b

1
=+ =V? 4 ¢ = constans
p 2
i na koncu zaktadamy jeszcze, ze ciecz ta jest niescisliwa czyli, ze ¢ jest stala

1
p+ §pV2 + pp = constans

(réwnanie Bernoulliego)

Przyktady:

1. kartki papieru (rys.6 A) pi + $pVi¥ + pp = pa + 3pVE + pp
D1 > P2

2. rozbita szyba (rys.6 B) p; = ps + 1pV7
P1 > P2

3. ciaglosé strugi (rys.6 C) Vi < Vi = p1 + 35pVi = pagpVs

P2 < p1

. A — :;/ESQ

1

N N

A B C

Rysunek 6. Przyktady: A - kartki papieru, B - rozbita szyba, C - ciaglos¢ strugi
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2.4. Réwnanie falowe dla naprezonej struny (schemat wyprowadzenia).

y Tx(x+dx)

” >
dx
1.
92

T, =Tcosf ~ (1— 5)T

T, ~T
Tp(x) =~ Ty(x+dx) =T

T, = Tsinf
T,=T,(v+dx)—T,(x) =Tsinb(z +dr) — Tsinb(z) = T0(x + dy) — TH(x)
T,=T0(x+dx) —0(z)) = T%dz

0 ~ tg 6 poniewaz sa to mate katy
0
y=y(z,1)
dy
tgld = —
& Ox
02y
Ty = T@dl’
Nastepnie z drugiej zasady dynamiki Newtona otrzymujemy:
0%y

0%y

—2 L2 (30)

2. Bierzemy maly wycinek struny od dlugosci Az, ktérego konce tworza male katy aq, as z
osig x. Mate to takie, dla ktorych sina ~ a ~ %
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Wypadkowa pionowa sita dziatajaca na strune wynosi: Fi,y, = (T'as — Taq). Musi ona by¢

2
réwna iloczynowi masy (pAx) i pionowego przyspieszenia atg . Stad:

0%y
Fwyp. = (TO[Q — TOzl) (MA[L’) o2
A« 0%y
Tae ='om
o pd*y 9
o~ Tot, Podstawmy teraz a = 5%
Py _ pity
ox2  Tot

2.5. Moc w ruchu falowym (schemat wyprowadzenia).

(31)

Koniec struny pociggamy do gory co powoduje, ze po strunie roz-

] v‘} chodzi sie fala. Nastepnie wykorzystujemy zwiazek ze P = =Ty,
ATV P = TUy—T(a ) sin «
\ ot
> i tutaj rowniez skorzystalismy z tego, ze v = %. Poniewaz « jest male,
to sina ~ —% wiec -
P=-T(5)(5))

Szczegblny przypadek (fala sinusoidalna):
y(x,t) = Asin(kx — wt)
P = T A*kw cos®(kx — wt)
w

w
— ==
v=1 = ;

16



2
p=1A"" cos? (kx — wt)
v

/T
v = /— gdzie p -masa na jednostke dtugosci
1
P = AT, % cos? (kx — wt)
P = \/uT A%w? cos® (kx — wt) (32)

2.6. Interferencja fal: uktad dwéch szczelin (schemat wyprowadzenia).

b

dtugosc fali
e

sin(kx-w t)

—> d

Ly

czestos$é kotowa
—_—>

Rysunek 7. Uktad dwoch szczelin

Ar =dsin6

Réwnania fali:
y1 = Asin(kry — wt)

Yo = Asin(kry — wt)

Nastepnie korzystajac z zasady superpozycji mamy:

k(T1+T2) k?(T2+T1)

Y1+ Yo = 2Asin( + wt) cos

gdzie: r9 — r; = dsinf = cos W

Srednia moc w ruchu falowym jest rowna :

— kdsin 6
P ~ 2
COS 9

(33)

cosx = +1 = x = nm; gdzie n=1,2,3,...
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Korzystajac ze wzoru (33) otrzymujemy:

kdsin 0 27”d sin 6

5 = 5 = nm; gdka:%”
Xsin@ =n
A
inf =n— 34
sin nd (34)

ciemny prgzek

jasny prgze

Rysunek 8. Jasne i ciemne prazki interferencyjne

A ~ d: granica widzenia prazkéw interferencyjnych wiecej niz jednego rzedu (granica dy-
frakcyjna).

2.7. Rownanie Eulera.
Sita na jednoste objetosci: f: —gradp
dv

P = —gradp

'
bmmmnf-
.

(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt)

(x,y,z,t)

Opisuje teraz zmiane predkosci czgstki:
AUprst. = V(x + dz,y + dy, z + dz, t + dt) — U(z,y, 2, 1)
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Nastepnie aby$my byli pewni, ze czastka dochodzi do punktu 2 musi zachodzi¢:

po o dy o de
Coat Y dat 7 dt

gdzie V -rzeczywista predkosc¢ czastki; d,, dy, d.-r6znica polozen migdzy punktem pierwszym a

dz &y dz -iloraz dwuch dowolnych liczb

drugim; 2%, A

L 0u ov ov 811

ov 0_17 dz + ov dy L ov %
ot 8:6 8y dt 0z dt
dv,,  OU ov ov ov

dv., = dt

dt —E—va%—l—vya—ijvza
(7- V)7
dv,, 00 = .
FTalY + (7-V)v

gdzie: % - zmiana predkosci rzeczyw1steJ czastki, 2 E - zmiana predkosci czastek przeptywa-

jacych przez dany punkt, (¥ - V)v - przesuniecie w danej chwili czasu z jednego punktu do
drugiego

ov - grad

V) =—

5 T V)0 p

dla cieczy idealnej(brak tarcia i transportu ciepta)

(35)

Tekst udostepniany na licencji Creative Commons: Uznanie autorstwa-Uzycie niekomercyjne-Na tych
samych warunkach 2.5 Polska
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/pl/).

Wszelakie sugestie, uwagi, poprawki mile widziane :)
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